Funciones polinbmicas que conservan el &rea bajo la curva.

Polynomial functions that preserve the area under the curve.

Daniel Buitrago?

1 Fundacion Universitaria Cafam

daniel.buitrago@unicafam.net.co

Buitrago, D. (2018 Funciones polinémicas que conservan el area bajo la curva. Gestion Ingenio y
Sociedad, 3 (1).Recuperado en: http://gis.unicafam.edu.co/index.php/gis/article/view/23/1

39


mailto:daniel.buitrago@unicafam.net.co
http://gis.unicafam.edu.co/index.php/gis/article/view/23/1

RESUMEN

En el presente trabajo tedrico se muestra la existencia y unicidad de una funcion
polinémica de mayor longitud de arco que conserva el area bajo la curva de una
funcion polinémica dada del mismo grado. En ese sentido se pretende sentar las
bases de su estudio partiendo de la situacion mas elemental: figuras que se
encuentran cerradas por una funcién polinémica y un intervalo en R?. Esto con la
idea de que la determinacion de las curvas que encierran este tipo de figuras tenga
una mayor utilidad practica que el estudio meramente abstracto del mapeo entre
sus areas superficiales y sirva también como fuente de problemas de Matematicas

a nivel universitario.

Palabras clave: Funcion polindbmica, area bajo la curva, longitud de arco.

ABSTRACT

In the present theoretical work, the existence and uniqueness of a polynomial
function of greater arc length that preserves the area under the curve of a given
polynomial function of the same degree is shown. In this sense, it is intended to lay
the foundations of its study starting from the most elementary situation: figures that
are closed by a polynomial function and an interval in R2. This with the idea that
the determination of the curves that enclose this type of figures has a greater
practical utility than the merely abstract study of the mapping between its superficial

areas and serves as a source of problems of Mathematics at the university level.
Keywords: Polynomial function, area under the curve, arc length.

INTRODUCCION

Sobre figuras planas cerradas que conservan el area bajo un mapeo ¢, autores
como Surhone y otros hablan de un mapeo equiarea si, al ser M y N dos superficies
de R3, el area superficial de todo conjunto abierto U de M es igual al area superficial
de ¢ (U) en N. Sin embargo, no hay actualmente documentos dedicados al estudio
de las curvas que encierran dichas areas iguales y las relaciones entre ellas cuando
se quiere que la segunda parta de la primera aumentando su longitud en cierta
cantidad. El proposito del presente trabajo es sentar las bases de su estudio

partiendo de la situacion mas elemental: figuras que se encuentran cerradas por
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una funcion polindbmica y un intervalo en R2. Esto con la idea de que la
determinacion de las curvas que encierran este tipo de figuras tenga una mayor
utilidad préactica que el estudio meramente abstracto del mapeo entre sus areas
superficiales y sirva también como fuente de problemas de Mateméticas a nivel

universitario.

DESARROLLO

Problema inicial y definiciones basicas

Se parte de una figura poligonal cerrada cualquiera con un area dada. Si se
aumenta la longitud de uno de sus lados y se quiere que la figura conserve la misma

area, ¢.cudl debe ser la longitud de los demas lados?

Si se traslada la situacion al plano cartesiano donde se requiere que uno de los
lados de la figura sea un subconjunto del eje x, (Ilamese [c, d]) y los restantes sean
una funcién polinébmica de x (llamese f (x)), se puede expresar el problema como

hallar una funcién polinémica g (x) tal que

fdf(x)dx = fd+kg(x)dx

-k

Donde la longitud del lado [c, d] ha sido aumentada en 2k. (N6tese que esto implica

que c y d son solucionesde f (x) = Oyasuvezc— kyd + k son soluciones de
g(x) = 0).

Definicién 1.1 Sea L, = [T+ [f (O)Pdx y Ly = [ J1+ |g'G)[2dx donde ¢ y
d son soluciones de f(x) = 0,yasuvezc —kyd + k losonde g(x) = 0. Entonces

a la variacion Ly — L, = AL se le denomina elongacion longitudinal de la figura. Y a

E = 2k se le denomina elongacion de la base.

El enfoque que se empleara es el de determinar por completo los objetos que
conforman las dimensiones de la nueva figura formada. Esto es, la funcién g (x)

sobre el intervalo [c — k,d + k].

1.El caso de la funcién cuadratica

41



Problema 3.1 Al considerar la situacion en la que la figura esta delimitada por un
intervalo [c, d] y una funcion cuadratica f, se tiene el siguiente planteamien-to:
Sea f(x) = azx? + a;x + a, una funcién con ay,aq,a,eR y a, # 0 tal que f(c) =

f(d) = 0. Se quieren encontrar nUmeros reales b, b1, b, con b, # 0 tales que

fcd ax*> + a;x + agdx = fcd_lk b,x% + byx + by dx (1)
Y que ademas:
b,(d + k)? + by (d + k) + by = by(c — k)? + by(c — k) + by @)

Solucién 2.1 Sea A = fcd a,x? + a;x + ay dx. En virtud de la ecuacion (1), A
también se puede escribir como:

d+k
A=f b,x% + byx + by dx
c—k

Calculando la integral se obtiene:
Ao b, ((d + k)* — (c — k)?) N by ((d + k)% — (c — k)?)
= 2 :

Aplicando el hecho de que (d + k) y (c — k) son soluciones del polinomio b,x? +
b,x + by, se llega a la ecuacion

+bo((d+ k) — (c—k))

A= %[bl((d +k)? = (c = k)?) + 4bo((d + k) — (c — k)] 3)

Ahora, agregando las condiciones expresadas en (2) se tiene
b,(d+k)*+by(d+k)+by=0
bz(c_ k)z +b1(C— k) +b0 = O

Que, junto con (3) forman un sistema de ecuaciones de 3x3 cuyas soluciones
son:

Y 64 o 64 @
Y@+ -c-b) (d-o+E)
b = 6A((d+k)+(c—k))  6A(d+c) )

(d+k)—(c-k) (d-c)+E)
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A+ R)(c—k)  6AW+K)(c—k)
((d+k) —(c—k)’ ((d—-c)+E)

(6)

Ejemplo 2.1 Se tiene la figura delimitada en el eje x por [2, 4] y por la funcion f(x) =
—x? + 6x — 8. Su area bajo la curva es

4 4
f (—x% 4+ 6x — 8)dx = =
5 3

Si la longitud de su base aumenta en E = 4, ¢en cuanto aumentaran las demas
dimensiones? Esto es, ¢, de cuanto sera la elongacion longitudinal de la figura?

Solucién 2.2 Se quieren encontrar numeros reales b,, b, y by con b, # 0 tales
que

4 6
f (—x? + 6x — 8)dx = f (b,x? + byx + by)dx
2 0

Aplicando las ecuaciones (4), (5) y (6) para A = g, d+k=6yc—k =0se
obtiene:

b = 1
2727
b = 2
179
bo = 0
De esta manera, si g(x) = —%xz + %x, entonces
4 6 4
[ reoax=| gerdx=3
2 0 3
Para el célculo de la elongacion longitudinal se tiene que

4 —
Ly = f V14 |f (x))2dx =5 - ln(\/gTZ) ~ 2.95788
2

Mientras que

89 — 4@)

6 N 27ln< 51
Lg = J 1+ |g'(x)|?dx = 3 2 ~ 6.04902
0

Luego

AL = 6.04902 — 2.95788 ~ 3.09113
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Grafica 2: g (x) = —fs:z + ﬁ,:r Ceométricamente, la figura dada por g(x) ez la

misma dada por f(z) estirada.

1. Generalizaciéon a una funcién polinémica de grado n

Extendiendo la situacion a una figura que se encuentre delimitada por un intervalo
cerrado [c, d] del eje x y una funcién f (x) polindmica de grado n, se supondré que
las n soluciones de la ecuacién f (x) = 0 sean realesy distintas (esto Ultimo no es
en realidad necesario. Mas aun, sélo se requiere que al menos ¢ y d sean
soluciones reales de f (x) = 0, pero es otro caso a abordar en otra ocasion). Bajo

estas circunstancias, el intervalo [c, d] puede expresarse como una particion

c=a <y << ap1<a,=d

Donde las a; son las soluciones de la ecuacién f(x) = 0. Si se escribe 4; =

J7# £ (x) dx, se tendra que
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a n
A =fc f(x)dx =;Ai

Lo que nos proporciona el lenguaje para describir el problema principal.

Problema 3.1 Dada una funcién polinémica de grado n, f(x) = a,x™ + a,_;x™" 1 +

-+ a, con n soluciones reales distintas en el intervalo [c, d], dos de las cuales son

cy d, se quieren encontrar numeros reales b,,, b,,_4, ..., by con b,, # 0 tales que

d d+k
f Apx™ + ap_ X"+ apdx = f bpx™ + by_qx™ 1 +
c c—k

De tal forma que existan 8; (1 <i <n) soluciones reales de

bp_1x™ 1 + -+ by, = 0 tales que

C—k=p <Bp<<Pp1<Pp=d+tk

Que cumplan con

B; = f;f“ bpx™ 4 by_1x™ 1 + -+ by dx = A; para todo i.

w4 by dx

b,x™ +

Solucion 3.1 En esta ocasion, tanto los b; como los B; (con i # 1,n) son

incognitas. Se tienen entonces n + 1 incOgnitas por parte de los b; y n—2

incognitas por parte de los ;. Es decir, 2n — 1 incognitas en total. Acerca de las

ecuaciones, se tienen n — 1 ecuaciones de la forma

Bi+1
-[ bpx™ + by x™" 1+ -4+ bydx = A;
Bi

Que, calculando la integral, quedan de la forma

bn(ﬁirrll - ﬁin+1) + bn—l(ﬁiﬁ-l - Bln)
n+1 n

+ o+ bo(Bivr —B) —4; =0

Por otro lado, se tienen n ecuaciones de la forma

b,(BO™ + by 1 (B)™ L+ -+ by =0

45

(7

(8)



Por lo que, en total (sumando las ecuaciones del tipo (7) y las del tipo (8)), se

tienen 2n-1 ecuaciones. Es decir, un sistema de ecuaciones de (2n — 1) x (2n —
1).

A continuacién, se mostraran resultados relativos a la existencia y unicidad de la

solucién de este sistema.

Teorema 3.1 (De existencia) Sea f(x) = a,x™ + a,_1x" 1 + .- + a, una funcién
polinbmica con n soluciones reales distintas c=a; < a, < - < a,_1 < a, =d.
Entonces existe otra funcion polindmica g(x) = b,x"™ + b,_1x™ 1 + -+ b, con n
soluciones reales distintas c —k =, < f, < - < fn_1 < Bn=d + k para k € R,

tal que

f:mf(x)dx = J;fiﬂg(x)dx

Paratodoi =1,...,n.

Demostracién. Al considerar el ideal | conformado por los polinomios en los

miembros izquierdos de (7) y (8), definase el orden entre monomios

B; > b; Paratodoi
Bi>pBjSii<j

Ahora, sea G una base de Grobner para |. Se tiene entonces que para todo i =
1,..,2n — 1 existe g; € G tal que LT(g;) = Bi"i para alginn; > 1. Ya que, de no ser
asi, los LT(g;) no podrian generar a LT(I) porque de acuerdo al orden entre

monomios definido, todos los elementos de LT (I) contienen un factor de la forma
B

st
Esto implica que el conjunto de ceros de los polinomios de | (esto es, el conjunto
de soluciones de (7) y (8)) en la cerradura algebraica de R, existen y son finitos. m

Teorema 3.2 (De unicidad) Sea f(x) = a,x™ + a,_1x™" 1 + -+ ao una funcién
polinébmica con n soluciones reales distintas c = a; < a; < < a,_1 < a, =d.

Entonces existe una Unica funcién polinémica g(x) = b,x™ + by_1x™ 1 + .- + b,
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con n soluciones reales distintas c —k =1 < By, <+ < fp_1 < Pn =d + k para

k € R, tal que

Paratodoi =1,...,n.

Demostracion. En teorema 3.1 se probo la existencia de g(x) = b,x" +
bp_1x™ 1+ -+ b, cumpliendo las condiciones expuestas. Supongamos que
existe otra funcion h(x) = c,x™ + c,_1x" 1+ -4+ ¢, con n soluciones reales
distintas c—k=0<f; < <Pp1<Pp=d+k para keR, tal que
Bi+1 Bi+1
f g(x)dx =f h(x)dx
Bi Bi

Paratodoi =1,...,n.

Si se toma un i cualquiera, se tiene que la expresion fﬁ_"“g(x)dx —
fﬁ"“ h(x)dx = 0 da como resultado:

Bi
(bn - Cn)xn+1 + (bn—l - Cn—l)xn
n+1 n

+ ek by — c)x 1§41 =0

Pero debido a que B; # B;+1, esto implica que b; —c; = 0 paratodo i = 0, ..., n.
Es decir, h(x) = g(x).

CONCLUSIONES

En el presente trabajo se estudié una forma de determinar los coeficientes de una
funcién polinémica que generara la misma area de una funcién dada bajo ciertas
condiciones. Entre las cuales, se defini6 la elongacion de la base como una
ampliacibon en un numero real k del intervalo de integracion. Hablando
geométricamente, esto podria verse como un estiramiento de la figura que
conserva el area. Sin embargo, este estiramiento se hace desde la mitad de la
funcioén, porque el intervalo de integracién se amplié en una unidad igual a ambos
lados. Esto hace que, por ejemplo en el caso de la funcion cuadratica, la funcién
gue hace parte de la figura resultante después del estiramiento conserve la
coordenada en x del vértice en el mismo numero. Sin embargo, esto plantea
muchas otras preguntas. Una de ellas es por ejemplo, ¢qué relacion guardan los
coeficientes de ambas funciones?, ¢cémo cambiarian los resultados anteriores si

la ampliacion del intervalo no fuera simétrica? Otra de las preguntas que genera
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el trabajo en el caso de la funcién cuadratica (o una funcion polinomica especifica)
es encontrar la forma de la funcion méaxima que conserve el area bajo la curva de
una funcién dada. Esto es, los coeficientes de la funcion de mayor longitud de arco

gue conserva un area bajo la curva dada.

Otro caso que no hizo parte del trabajo es cuando la funcién polindomica tiene

raices imaginarias. ¢ Es pertinente extrapolar los resultados?

Una importante aplicacion es estudiar lo que sucederia ya no con areas de figuras,
sino con volimenes. Seria interesante explorar si es posible encontrar un
procedimiento que permita hallar los coeficientes de una funcién polinbmica de
mayor longitud que conserve el volumen generado por una funcién polindbmica
dada del mismo grado y asi, posteriormente, estudiar la pertinencia de generalizar

estos resultados en figuras homeomorfas especificas o variedades diferenciales.
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